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NOMBRES DE CHERN ET GROUPES FINIS 
LUC ILLUSIE 
(Rep le 14 Nouembre 1967) 
$0. IiiTRODUCTION 
0.1 
SOIT X une varittC differentiable compacte orientCe de dimension paire 2n, et soit E un fibrl 
vectoriel complexe de rang 171 sur X. Rappelons que si P E Z[Xi, . . . , A’,,,] est un polyname 
isobare de poids n (Xi itant de poids i), on appelle nombre de Chern de E associt g P I’entier 
rationnel P(X, E) Cgal a la valeur sur la ciasse fondamentale d’homologie [X] de X de 
P(c,(E), . . ., c,(Q) E ffZ”(X; z>, 
oti c,(E) E H”(X; Z) dtsigne la i-tme classe de Chern de E. On a done, par definition 
P(X, E) = V(c,(E), . . . > &m, [Xl>. (0.1) 
0.2 
Supposons en outre que X soit une varittt presque complexe (i.e. que le fibrt tangent 
TX soit muni d’une structure complexe), et qu’un groupe fini G d’ordre 4 opkre sur (X, E) 
par automorphismes (prkervant les difftk-entes tructures). Le but de ce travail est de montrer 
que I’entier P(X, E) se calcule mod q comme une somme de termes locaux attach& aux 
ensembles de points fixes des tlCments de G distincts de l’tltment neutre, et d’expliciter les 
formules auxquelles on aboutit dans certains cas particuliers. La mtthode, qui s’appuie sur 
la K,-thkorie d’Atiyah-Segal [l, II], peut &tre rtsumee ainsi. 
On sait [ 1, II] que, grke B la structure presque complexe de X, la projectionfde X 
sur un point induit un homomorphisme 
f! : KG(X) --+ R(G). 
D’autre part, on peut, pour E fix& definir (2.1) une application 
c2 : Z[X,, . . . ) X,] --f K,(X), 
associant k chaque P E Z[X,, . . . , X,] un polynbme ap en les r.‘(k)+, et telle que I’on ait, 
pour P isobare et de poids II, 
f!(+)(e) = P(X, E) (0.2) 
f E dbigne le dual de E. 
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(on identifie R(G) 5 un sous-anneau de l’anneau des fonctions complexes sur G, et e d&s&e 
1’CEment neutre de G). Or les formules d’orthogonalitt pour les caractkres (1.4.1) donnent 
la relation 
(0.X) 
(les f!(a,)(g) sont des entiers du corps cyclotomique des racines q-ikmes de l’unitl, mais 
leur somme est un entier rationnel). Le cnlcul de P(X, E) mod q se ram&ne done au calcul 
de f,(a,)(g) pour g # e. Pour ce dernier calcul, on utilise (1.5.8) une consiquence de la 
“ formule de localisation ” d’kiyah-Segal [I, II] qui permet d’exprimer f,(n,)(g) comme 
une somme de termes locaux attach& aux composantes connexes de l’ensemble des points 
fixes de g. 
Lorsque G est cyclique et que les points fixes de G sont aussi ceux de tout Cltment 
de G distinct de et, le calcul se simplifie notablement. Si les points fixes sont isok, P(X, E) 
mod q est donnt par une formule remarquablement simple (2.6), qui avait ItC conjecturte 
par Bott dans le cas oh Xest une variCt6 analytique compIexe et E le fibrC tangent. C’est 
d’ailleurs cette conjecture qui est B l’origine de ce travail. 
31. PRl?LIMINAIRES 
Ce numtro rassemble des definitions et rtsultats divers, pour la plupart bien connus, 
dont nous ferons usage au numCro suivant. 
1.1 Fonctions symktriques 
I .l.l. Soient (Xi) et ( Yi) (1 < i 6 n) des indgtermintes. L’homomorphisme 
ZCX 1,...,X,l-+ZCY~,..., Y,l 
qui applique Xi sur ai( Yi, . . . , Y,), i-&me fonction symktrique Cllmentaire des Yj, est 
injectif et identifie Z[X,, . . . , X,,] au sous-anneau de Z[ Y,, . . . , Y,] form6 des polynames 
symitriques. C’est un homomorphisme d’anneaux graduk lorsqu’on affecte X, du degrt 
(ou poids) i, et les Yj du degrC 1. Si P E ZIXlr . . . , X,], nous noterons Psym son image dans 
Zl:Y,, ..*, Y,l. 
1.1.2. Notons Q-w Q* l’automorphisme involutif de Z[ Y,, . . . , Y,,] dtfini par 
Yi+-, Yi* = 1 - Yi . Celui-ci permute aux operations du groupe symktrique G,, done 
dtfinit un automorphisme involutif, que nous noterons P-HP”, de Z[X,, . . . , X,]. (On 
prendra garde que les involutions prkedentes ne conservent pas les de&s). On a par 
definition la formule 
1 + $x;ti = fi(1 i- x*t>, (1.1.1) 
i=l i=l 
qui permet le calcul des Xiy en fonction des Xj . On trouve en particulier 
x;=n-X,,X,‘=l+ f(_l)‘Xi (1.1.2) 
i=l 
1 Par exemple si G = Z/pZ, p premier. 
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1.1.3. Sent bi)l <isrn, (fj)l<j<, des indtterminees de degre 1. Pour rentier B 0, 
notons 
X, : QCY,, . . . , Y,l+ QC_vI, . . . , Y,,,, t,, . . . , f,l 
l’application lintaire definie par n,(P) = partie homogene de degre r de la serie formelle 
P *(emyt, . . . , e-Ym) fJ L. 
i=l 1 - e-I* 
Si P est symetrique, n,(P) est symttrique par rapport B 
chaque suite de variables (y,), (rj). D’autre part, si P est homogene de degre r, on a 
n,(P)=P(Y,,...,Y,). 
1.2 ?.-anneaux 
1.2.1. Soit K un L-anneau augment6 vers Z par E: K -+ Z (pour une etude systematique 
des I.-anneaux voir [SGA 6 V] et, en attendant, [4]. Soient A un anneau gradue a degrts 
positifs, et 
c=(E,C):K-tZxjl+,~/~~ 
une theorie de classes de Chern B valeurs dans A [SGA 6 V]. D’oil un caractere de Chern 
ch:K-+Zxn(A’@Q). 
i&l 
Soit M E K tel que c(.T) = (r, 1 + c1 + *. * + c,). On a, pour 1 < k d r, 
C(‘k(X>> = 
t 
(;I, fl (1 + xfI + ” ’ + Xir) I 
ii<..‘<ir ! 
(1.2.1) 
avec 1 + cr + ... + c, = (1 + x1) . . * (1 + x,), et 
C(/?(X)) = (0, 1) pour k > r. 
On en deduit 
ch(/l”(x) = rrk(eXL, . . . , P) pour 1 < k < r, (1.2.2) 
et c&F(x)) = 0 pour k z== r.
II en rtsulte que, si P E ZIXl , . . . , X,], on a 
ch P(l’(x), . . . , T(x)) = Psym(eXL, . . . , err). (1.2.3) 
1.2.2. Soient K et R des /I-algebres augmentees vers Z (les augmentations ttant 
nottes a). 11 existe sur K @ R une et une seule structure de i.-anneau telle que 
z 
(i) la structure d’annenu de K@ R soit le produit tensoriel de celles de K et R (i.e. 
(x @ y)(x’ 0 y’) = (xx’) @ by’)) ; 
(ii) les diagrammes suivants d’homomorphismes d’anneaux commutent 
K-KOR R-K@R 
2.t ! i & 2, 1 ! & 
1 + K[tJ+-L 1 + (K 0 R>[tl+ 1 + Ret] +A 1 + (K 0 R>CtJ+ 
(les fleches horizontales sont les fleches canoniques). 
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En outre, l’augmentation E: K @ R + Z definie par 
E(X 0 y) = E(X)&(Y), pour .X E K, y E R 
est un homomorphisme de i.-anneaux (done K 0 R devient une i-algebre augmentee 
vers Z). 
Ces assertions sont essentiellement triviales et leur verification est laisste au lecteur. 
Soient f: K + K’ et g: R --+ R’ des homomorphismes de I.-algebres augmentees vers Z. 
Alors l’homomorphisme d’algebres augmentees f @ g: K @ R + K’ Q R’ est compatible avec 
les I-structures qu’on vient de dtfinir. En particulier, avec les notations de 1.2.1, soit c une 
thtorie de classes de Chern de K a valeurs dans A, on en dtduit un homomorphisme de 
I-anneaux 
c@I,=c,:K@R-+ 
(Zx(l+,pi))fR 
et un homomorphisme d’anneaux 
ch, = ch @ I, : K @ R -+ (Z xiJ$A'@Q)) TR. 
On a par definition 
c& 0 y) = c(x) 0 Y, ch,(x 0 y) = ch(x) 0 y, pour s E K, y E R. (1.2.4) 
On notera que si R est un Z-module libre de type fini, ou si A’ = 0 pour i assez grand, 
(Zxn(A%Q))oR s’identifie canoniquement a Rx n (A’ @ R @ Q). Soient x E K et 
Z 
y E R tel que i.,(y) = 1 + yt. On a 
n,(x 0 y) = l@,(x)) 0 u@,(y)) = t.&(x)) 0 $1 + yt) = 1 + C(n’(x) 0 yi)t’, 
soit 
i.‘(x @I y) = (nix) @ y ’ (1.2.5) 
Supposons que C(X) = (r, 1 + c1 + . . . + c,) = (r,ni= l (1 + xi)). Alors, des formules (1.2.2), 
(1.2.4), et (1.2.5) on dtduit 
ch, i.,(,u @ y) = bk(eX1 @ y, . . . , eXr 0 y), 
pour 1 < k < r, et ch, I!(x @ y) = 0 pour k > r. 
D’oit 
ch, I,- 1(x 0 y) = ,&f - ,+i @ y). 
(1.2.6) 
(1.2.7) 
1.3 Corps cyclotomiques 
1.3.1. Soient q un entier > 2, z une racine primitive q-i&me de l’unite. On note 
$4 E Z[TJ le polynome minimal de z sur Q (polynome cyclotomique). L’anneau Z[z] = 
Z[TJ/$, est integre et de corps des fractions Q[z], c’est la fermeture integrale de Z dans 
Q[z] [S, IV $11. On a une injection Z/qZ --t Z[z]/q Z[z]. 
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1.3.2. Soit .t une racine q-ikme de 1’unitC distincte de 1. On a 
(1 - x)(1 + x + ... + x4-‘> = 1 - x4 = 0, 
d’oh, puisque .T # 1, 
1 + x + . . . + x4- 1 = 0. (1.3.1) 
LEMME 1.3.3. Les notations Ptant celles de 1.3.1, soient (rJl SiCm, (sj) I B j c n dew suites 
d’entiers rationneis, les sj &taut inrersibles mod q. Soit P E Z[T,, . . . , T,,,] un polyndme 
homogPne de degre n (les Ti &ant de degr6 1). Posons 
P(1 - z-, . . . , 1 - Zrm) 
f(z) = (l 
_ yl) . . . (1 - z5”) . 
On a alors: 
(i) f(z) E Z[z] ; 
tii) g(z) = -Ii: f(z”) E Z; 
(iii) g(z) = 
P(I-,, . . . . r,> 
mod q. 
s1 ... s, 
Dhonstration. Soient r et s des entiers rationnels, s Ctant premier g q. Soit t un entier 
tel que r = st (mod q). On a (cf. [S, IV $11) 
1 - zr 
- = 1 + 2s + . . . + ,e- 1) 
1 - zs 
sir#Omodq (1.3.2) 
et 
1 - zr 
-= 
1 - zs 
0 sinon. 
L’assertion (i) en rtsulte aussit6t. D’autre part, si h(z) = xi aizi E Z[z], la formule (1.3.1) 
implique que -_ZzZj h(zk) est un entier rationnel, congru g xi ai (mod q), d’oh l’assertion 
(ii). Reste ZI prouver (iii). Par IinCaritt, on peut se borner au cas oil P est de la forme 
TIil *..T,‘m, avec i, + .** + i, = n, et mCme de la forme TIil . . . Tpic, avec p < m, 
i, + ... + ip = n, et ik f 0 pour 1 < k Gp. Soient alors (r’i)l c i 6 n une suite d’entiers 
rationnels tels que rll = . . . = r’i, = rl, . . . , rli, +...+i,_,+ 1 = . . . = rll+...+i P = rp. On a 
P( r I,“‘, r,) = rll . . . r’n, P(1 - zrl, . . . , 1 - zr-) = (I - zr’l) . . . (1 - zr’n), 
ce qui nous ramkne finalement au cas oil m = n, et P = T, . . * T,, . Choisissons aiors, pour 
1 < i < n, un entier ti tel que ri = si ti mod q. Si I’un des rl est nul mod q, la formule (iii) 
est trivialement vtrifZe. Supposons done ri # 0 mod q pour tout i. Alors, en vertu de 
(1.3.2), on a 
f(z) = (1 + zS’ + *. . + zsl(‘L-l)) . . . (1 + p + . . . + p(w))_ 
Doncf(z) est somme de t, -. - t, termes, chacun d’eux &ant une racine de l’unite (eventuelle- 
ment Cgale & l), et par suite, g&e g la remarque dkmontrant (ii), on a 
‘7-l 
- &f (z’) = t, . . . t, (mod q), cqfd. 
Le lemme prCcCdent admet la gtrkralisation suivante: 
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LEMME 1.3.4. Les notations brunt celles de 1.3.3, soit d un entier te[ que 0 < d < n et 
(q,h)=l pour 1 <h<d+ 1. Soient X=(lJl<i<m, Y=(JJr$i$n-,j, t=(ti)lCi<d des 
suites d’ind~termintes. Pour 1 < i 6 n - d, 1 - exp( -yi)zsi E Q[z] [[J-i]] est une sPrie formelle 
incersible. Posons 
s = P(1 - exp(-x,)2”, . . . , 1 - exp(-x,)z’-) J 
n-d 
n ti 
E QCzl H-x, Y, 41 
JJI(l - exP( - Yi>Z”> 
j=l 1- exp(-tj) 
et notorzs kd(S) la partie hotnoghe de degre’ d de S. rllors otz a. 
(i) f(z) = kd(S) E A[I][,Y, y, t], oic A est le sous-anneau de Q formb des fractions dont le 
d&ominatew est &ranger ci q; 
q-1 
(ii) g(z) = -kzlf(zk) E AlIs, Y, 0; 
(iii) 
P(rl+xl,...,r,+x,) 
n-d E ‘ax, Yll 
iQ(si + Yi) 
et 
g(z) = k, 
P(r, + x1, . . . , rm + x,) 
n-d 
mod qA[x, y, t]. 
iDl(si + Yi) 
D&monstration. Decomposant P en somme de mon6mes et pro&dam comme dans la 
demonstration de 1.3.3, on peut supposer que m = n et que P = T, . . . T,, . Soit u une inde- 
terminte, posons 
E(u) = c (- l)‘- ‘u’/i ! = 1 - exp( - u) 
i21 
F(u) = C(-l)i-‘ui/(i + l)! = -((l - exp(-u))/u) + 1, 
i>l 
Xi = E(Xj), Yi = E(yJ, Ti = F(tJ. On a 
Notons Ti (resp. Y’i, T’i) la partie de degrt < d de Xi (resp. Yi, Ti). On a kd(S) = kd(SI), 
Oti 
s 
1 
= ia(l - Zr' + x’iz?‘) 
n-d 
S, est une somme de termes du type (a&‘, . * . Xi’,, Y;jl . . * Y,‘_djn-d Tihl * * . Tih”), et 
si l’on note S, la somme des termes correspondant a k +jl + * . . + jn _ d + h, + . . . f h, < d, 
on a kd(Sl) = kd(SL). Les denominateurs figurant dans Ti, Y’i, Tli sont par hypothtse 
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tous premiers B q. D’autre part, le nombre de facteurs du type 1 - ? figurant au dknonima- 
teur de a dans un terme (aX’i, ..*) de SL est n - d+j, + ... +I,_~ d (n -(i) + (of- k) 
n - k, tandis que le nombre de facteurs du type 1 - zr’ figurant dans a est n - k; par 
stite, d’aprks 1.3.3, a E Z[z]. L’assertion (i) en rlsuite. L’assertion (ii) dCcoule de (13.1). 
Prouvons (iii). Pour cela, remarquons d’abord que si u(z) = c(z)(l - z’), avec v(z) E Z[Z], 
on a pkz: u(z”) = 0 mod qZ. Done, pour calculer g(z) mod q.4, on peut, dans k:-,(S,), 
nkgliger les termes (aX’il . . .) pour lesquels a est du type prictdent, i.e. ceux pour iesquels 
onan-_+fj, + * . *j, _ d < n - k, ce qui revient A remplacer k,(S?) par kd(S3). 06 S, est la 
somme des termes (aX’i, **.) pour lesquels on a 
/< +j, + .. . f j”_d + 12, + . . + h, = cl, 
etj, + .* . + jn_ d = d - k, done hl = . . . = h, = 0. Or I’ordre par rapport A l’ensemble des 
_yi et ~j d’un terme ax’, e.0 Xlk Y;jl *.. Yi_din-d avec k +jl + .*. +j,,_, = dest egal B d, 
la partie de degrt d ttant axi, -. . xiryljl . . .~,,_~j~-~. On peut done remplacer k,(SJ par 
k,(SJ, oh S, est dCduit de S, en remplacant Xfi par Xi, Y’i par yi et T’; par 0. On a d’ailleurs 
kd(S4) = S,. Enfin, dans les termes (a-y,, - - -) du dCveloppement de S, on peut remplacer 
par 1 les racines de l’unitt qui figurent en facteur dans a, vu que si a(z) = b(z)z’, on a 
C;; t a(z”) = C;:: b (z”) mod qZ. 11 ne reste plus qu’8 appljquer 1.3.3 pour obtenir (iii). 
Ceci achtve la d6monstration. 
1.4 Cat-act&es de groupes finis 
1.4.1. Soit G un groupe fini d’ordre q, notons R(G) l’anneau de ses reprbentations 
complexes. R(G) est plongt dans I’anneau des fonctions sur G A valeurs complexes par le 
caractkre p++Tr,. Soit (1, pl,. . ., p,) un systtme complet de reprksentations irrkductibles 
de G (oti 1 dtsigne la reprtsentation unite). Toute reprtsentation p E R(G) s’Ccrit de 
manike unique 
p = n,l + “Ipi + ..* + II,Ps, (1.4.1) 
oil les ni sont des entiers rationnels don& par 
“i = (l/q!~~Tr,(g)Tr,,(g). (1.4.2) 
On a en particulier 
Z6TW = no rl, 
d’oil Tr,(e) = - c Tr,(g) (mod 4) 
g#e 
(oh e est 1’ClCment neutre de G). 
(1.4.3) 
(1.4.4) 
1.4.2. Supposons G cyclique. Soient g un gkkateur de G, z une racine primitive 
q-i&me de I’unit6, p la reprksentation dklinie par p(g) = z. On a R(G) = Z[T]/Tq - 1; 
I’homomorphisme de spkcialisation R(G) % Z[z] d&ini par I = l-r&g) induit un iso- 
morphisme R(G){,, --+ Q[z], oh R(G),,, dksigne Ie localkt de R(G) en l’idCal premier 
correspondant A E. 
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1.5 “ KG-thkorie ” 
1.5.1. Soit A’ un G-espace, par quoi on entend un espace localement compact sur 
lequel un groupe topologique G opbre contimiment. On note KG(X) l’anneau de Grothen- 
dieck formt avec les complexes finis et a support compact de G-fib& vectoriels complexes 
SLIT X (voir [l, II] pour une etude detaillee). Pour G fix& KG(X) un est foncteur contra- 
variant de X. Si f: X-, Y est un morphisme de G-espaccs, on note f *: f&(Y) -+ K,(X) 
I’homomorphisme correspondant, qui est un homomorphisme d’anneaux. Si X et Y sont 
des G-varietts differentiables compactes (et fun G-morphisme), on peut definir [1, If] un 
homomorphisme de Gysitl 
“f! : K,(TX) -+ K,(T Y) 
qui fait de K&TX), pour G fixi, un foncteur covariant de la variete X. On prendra garde 
que fi est un homomorphisme de groupes, mais non d’anneaux. Cependant, lorsqu’on 
regarde &(TX) (rerp. KJTY)) comme un module sur &( Y),fi est lineare. En particulier, 
pour Y reduit a un point, on a un homomorphisme R(G)-lineaire 
f! : K,(TX) + R(G). 
1.5.2. Soient X un G-espace compact, p: E + X un G-fibrl vectoriel complexe de rang 
n sur X. Nous noterons L(E) l’element de K,(E) dtfini par le complexe de Koszul 
0 4 p*AO(E) -+ p*AyE) -+ . . . -+ p*A”(E) -+ 0, 
oh la differentielle est le produit exterieur par la section diagonale de p*(E). On sait [l, IL] 
que K,(E) est utl K,(X)-module libre de rang 1, et que I.(E) en est une base. Si i: X--t E 
est la section nulle, on a [l, I] 
Soient p’: E’+ X, p” = E” --f X 
de sorte que l’on un diagramme 
i*A(E) = I_,(E). (1.5.1) 
des G-fib& vectoriels complexes, et posons E = E’ @ E”, 
cartesien 
E’AE 
I I 
P.1 1’1.. 
4 ,, & 
X +-f--E”. 
Notons encore i’ (resp. i”) la section nulle de E’ (resp. E”), et j” (resp. j’) la section 
image inverse de celle-ci par le changement de base E” -+ X (resp. E’ -+ X). Dans ces con- 
ditions : 
I’homomorphisme catlonique 
WE’) 0 &AE”) -+ K,(E) (1.52) 
est utl isomorphisme de K,(X)-modules, et applique A(E’) @ J.(E”) sur i.(E); on a en outre 
j’*].(E) = /I_ ,(E”)I.(E’). (1.53) 
Pour la demonstration de (1.5.2), voir [I, II], ou [3, Expose 191 qui s’ttend facilement au K 
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equivariant. La formule (1.53) se deduit formellement de (1.5.7): 
j’*j.(E) = j’*(L(E’)i.(E”)) 
= ;( E’) i”*~(E”) 
= ;.(E’)i._ ,(E”) d’apris (I .5.1). 
1.5.3. Soit X une variete presque complexe compacte. On a done, d’apres 1.5.2, une 
base %(TX) de K(TX) sur K(X). Soit f la projection de X sur un point. Considerons le 
diagramme 
oil f* est l’homomorphisme de Gysin etf; designe par abus de notation l’homomorphisme 
dtfini par h(a) =J((nA(rX)) pour n E K(X). On a la formule de Riemann-Roth “dif- 
ferentiable” [1] 
chf!(a) = f* (ch(n) Todd(TX)). (1.5.4) 
1.5.4. Soit G un-groupe compact, et soit X un G-espace compact oh G opere triviale- 
ment. Soit (p,: G -+ GL( V,)) un systeme complet de representations irreductjbler de G. 
Si E est un G-fibrt vectoriel complexe sur A’, l’homomorphisme canonique 
@Honr,(V,,E)O V,-+E (1.5.5) 
I C 
est un isomorphisme. Lorsque G est commutatif, les V, sont de dimension 1 
Soient g E G, Y une composante connexe de A’, M le rang (constant) de El Y (on 
suppose m # 0). La formule (1.5.5), appliqute au sous-groupe ferme de G engendrt par g, 
montre que EJ Y se decompose en somme directe de sous-fibrts Ei de rang constant m, # 0 
tels que g opere sur Ei par homothetie de rapport cli. On dit que les ai sont les valeurs 
propres de g et les Ei les sous-fbrh propres correspondants. Si g est d’ordre fini q, les a, 
sont des racines q-iemes de I’unite. 
De (I .5.5) rest&e un isomorphisme canonique 
K(X) 0 R(G) + k’,(X) (1.5.6) 
qui est un isomorphisme de ?.-anneaux lorsqu’on munit K(X) 0 R(G) de la structure de 
I.-anneau produit tensoriel definie en 1.2.2. Supposons X connexe. On peut (cf. 1.2.2) 
definir une “ classe totale de Chern “, qui est un homomorphisme de i-anneaux 
CR : KG(X) --) ’ ’ 
( ! 
Z x 1 + iflH2i(X, Z) 
11 
0 R(G), 
et un caractere de Chern, qui est un homomorphisme d’anneaux 
ch, : KG(X) -+ Hpair (X, Q) @ R(G). 
On en deduit bien entendu des homomorphismes analogues en localisant R(G) en l’ideal 
premier dtfini par une classe de conjugaison dans G. 
1 S.5. Soit G un groupe compact, et soit X une G-variett presque complexe compacte, 
d’oh une base L(TX) de KG(TX) sur KG(X). Supposons que G optrz trivialement sur X. 
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Alors, g&e au.'t considirations pr@cCdentes, on peut, comme en 1.5.3, hire un diagramme 
K,(X) ChR - ff*(X, Q> 0 R(G) 
I I 
R?G) -2% Q&W) , 
oil, par abus de notation, Ii = f_ @ Id., et f! est dkfini par f!(a) =f!(ai.(TX)), pour 
0 E F&(X). La formule (1.5.4) se gCn&lise aussit8t: 
+kf’~(~)) = _fdch,(a)ToWTWh (1.57) 
D’oil, Cvidemment, des formules analogues sur les localis& de R. 
1.5.6. Soit i : Y-+ X une sow-varilte presque complexe de X stable par G (on ne 
suppose plus que G opkre trivialement sur X). Notons : TY+ TX l’immersion induite, 
N le fibrC normal de Y dans X, d’oil une suite exacte de G-fibrks vectoriels complexes sur Y: 
O-+TY-+TXIY-iV-+O. 
On a alors 
j*E.(TX) = A- ,(N)L(TY), 
d’oil 
j*(a%(TX)) = i*(a)A_,(N)A(TY) pour n E K,(X). 
II suffit en effet de splitter (1.5.8) et d’appliquer (1.5.3). 
(1.5.8) 
(1.5.9) 
(1.5.10 
1.5.7. Soit G un groupe compact, et soit X une G-varittt. L’ensemble Xc des poinfs 
fixes sous G est une sous-varie’te’ de X, et T(X’) s’identifie canoniquement h (TX)‘. Ce 
rtsultat est bien connu et facile, et rtsulte par exemple du fait qu’au voisinage d’un point 
fixe on peut, utilisant la mesure de Haar sur G, trouver un systkme de coordonnkes locales 
suivant lesquelles les opkations de G soient lintaires. Si G preserve une structure presque 
compiexe sur X, XG est une sous-varittC presque complexe de X. 
Soit g E G, notons XB l’ensemble des points de X fixes par g. 11 existe un sous-groupe 
fermi H de G tel que X” = XH. Done X9 est une sous-varikte de X, et T(Xg) s’identifie 
B(TX)g. Par suite, pour tout x E X8 et tout vecteur u normal en x B X9, on a gu # u. En 
particulier, tout .‘c E Xy isole’ est “ ri croisements normaus ” (i.e. g ophrant sur T.%X n’admet 
pas la valeur propre 1). 
Soient G = Z/&Z, g un ghtrateur de G, X une G-variCtC presque compiexe compacte. 
Soit Y E rrO( X ‘), notons NY le fibrl normal de Y dans X, quiest, comme on l’a vu, un G-fib& 
vectoriel complexe. Pour que les valeurs propres de g opPrant sur NY (cf. 1.5.4) so&w de3 
rncinesprimitices q-iPmes de l’unit&, ilfaut et il sufit quepour tout h E G non w11 la composante 
connexe de X” qui contient Y soit t+duite ri Y. En effet, soient (pi) les valeurs propres de 9 
operant sur NY. Celles de kg sont (zik). Si, pour 1 < k < q - 1, la composante connexe 
de XL4 qui contient Y est rkduite ri Y, on a zik # 1, done zi est une racine primitive 
q-itme de 1. Inversement, si les zi sont des racines primitives q-ikmes de 1, kg ne laisse fixe 
aucun vecteur normal A Y pour 1 < k < q - 1, done la composante connexe de Xkg qui 
contient Y est reduite a Y. 
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1.53. Line “formule de Lefschetz”. Soit G un groupe de Lie compact, engendre 
topologiquement par un element g (le cas qui nous intiresse plus splcialement est G = Z/qZ), 
et soit Xune G-variete compacte. Notonsf la projection de Xsur un point. Soit n E K,(TX). 
Le formule de localisation d’Atiyah-Segal [I] permet d’esprimer J(u)(g) E C (on identifie 
la reprtsentationf,(u) a son caractere) comme somme de termes locaux attaches h Xc = X9. 
La terme local correspondant a une composante connexe Y de XG est difini de la man&e 
suivante. Notons NYle fibrt normal a Y, i,: Y --, X, jr : TY -+ TXles injections canoniques, 
fY la projection de Y sur un point. On prouve dans [I] que A_,(NY@ C) E KG(Y) est 
inversible dans K,(Y),,, = K(Y) @ R(G)(,) (localise de &( I-) en l’ideal premier de R(G) 
defini par g), et que l’on a I’tgalitt suivante dans K(G),,,: 
fi(u) = c v,(n), (1.5.11) 
YE no(P) 
avec VY(U> =_f!y i 
.iY*(ll) 
i_ l(NY 0 C) 1 * 
On en deduit la “ formule de Lefschetz” : 
f!(~~)(B) = c VY(ll)b) 
Y En”(XG) 
(egalite dans C). 
(1.5.12) 
Supposons que G preserve une structure presque complexe sur X, et que II soit de la 
forme aI.( avec a E KG(X) (cf. 15.2). Soit Y une composante connexe de Xc, de 
codimension (necessairement paire) r = 2ti. Le fibre normal NY est un fibre vectoriel 
complexe de rang d. 
On a 
NY@C-NY@NY” 
oil NY’ designe le dual de NY. Par suite, on a 
E._,(NY@ C) = i._,(NY) %_,(NY”), 
et le terme vy(ll) de (1.5.11) s’ecrit, compte tenu de (1.5.10) 
y iY*(aMW 
VY(lO =_f! A_,(NY”) 
i 1 . (15.13) 
Comme ch R : K(Y) 0 R(G){,, -+ Hpair( Y, Q) @ R(G),,, est un isomorphisme, 
ch, ;._ ,(NY”) est inversible, et par application de (15.7) on obtient 
d’oir 
ch, Vy(U) = f*Y 
i 
ch,(i,*a)Todd(TY) 
1 ch,/?_,(NY”) / ’ 
VY(llXL7) = f*y 
ch,Ji,*a)(g)Todd(T Y) 
ch, A- ,(NY”)(g) ’ 
(1.5.14) 
(1.515) 
(Dans cette derniere formule,f,Y, est I’homomorphisme de Gysin ordinaire H*( Y; C) -+ C). 
Le terme local vr(Ll)(g) de la formule de Lefschetz (1.5.12) est done I’integrale sur Y d’une 
classe de cohomologie bien determinte a coefficients complexes. Si G = Z/qZ, il rtsulte 
de 1.4.2 que vy(u)(g) appartient au corps cyclotomique des racines q-ibmes de l’unite, 
tandis quef!(u)(g) est un entier dudit corps. 
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Soient (zi)r 4isJ les valeurs propres de g operant sur ,t’Y (cf. 1.5.J), et posons 
c(NY) = fi(1 + _VJE EP’(Y; Z). 
i=l 
On a alors 
ch,i._,(NY”)(g) = fi(l - exp(-~~i)-_i), (1.516) 
ce qui precise (1.5.15). Le preuve de (12.16) est immediate: decomposer NY en somme de 
ses sous-fibris propres, utiliser le fait que i._, transforme somme en produit, et appliquer 
(1.2.7). 
32.LES FORMULES DES NOSlBRES DE CHERN 
2.1 
Dans ce numero, on se place dans la situation de 0.2: X cst une variete presque com- 
plexe compacte de dimension 2;z, E un fibre vectoriel complexe de rang nz sur X, G un 
groupe de Lie compact operant par automorphismes SW (.I’. E). On note f la projection 
de X sur un point et e l’element neutre de G. 
Nous dtsignerons pal 
II : Z[X,, . . . , x,1 + MT-9 
l’application P-t+ up = ap I(TX), 0 III i(TX) est (cf. 1.5.2) la base canonique de K,(TX) 
sur k;;(X), et up E KG(X) est defini par la formule 
Up = P”(/I’(E”), . ..) J.“(F)), (2.1) 
E” Ctant le dual de E et P” le polynome defini en 1.1.3. 
PROPMITION 2.2. Pow P E Z[X, , . . , X,] isohare et de poids II, Xi e’tant depoids 
i, on a 
jX,~~p)(e) = P(X, ~9, 
oil P( X, E) est le nombre de Chern nssocik ri P (de@zi en (0.1)). 
Preure. Commef! : K,(TX) -+ R(G) commute a la restriction a un sous-groupe, on 
peut supposer, pour le calcul de fi.(~~)(e) que G est le groupe unite. La formule (1.5.4) 
donne alors 
_fi(up)(e) = f,(ch(P’(I’(E”), . . , i.‘“(E”)))Todd(TX)). 
Soit c(E) =l$= I (1 + xi) la classe totale de Chern de E. On a, d’apres (1.2.3) 
ch(P”(;_‘(E”), . . _, i”(E”))) = P,,,(l - exp( -x1), . . . , 1 - exp( -x,>). 
Soit d’autre part c(TX) =nl=t (1 + ti) la classe de Chern de TX, on a 
Todd(TX) =p1 1 _ e:;(- t.) 
Appliquant 1.1.3 (avec r = n), on obtient la relation annoncee. 
PROPOSITION 2.3. Pour g E G et P E Z[X,, . . . , X,,,], on a 
f!(uPxg) = c 4p> y, 91, 
r c Ro(~w 
nvec 
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r(P, Y, s) = f*’ 
‘P. 
i 
((1 - exp(-si)tii)) J 
;‘-“, n ‘1 
iuI(l - exp(-y,)b,) i=l ’ - “i-4) 
i 
les notations Ptant les sliirantes: Y est de ditueizsiorl 2t1, jai)lgi6m (resp. (bi)l~i~n-d) eSt 
I’ensemble des caleurs propres de g opkrant sur El Y (resp. ,V Y =fibrt normal g Y) (cf. 
1.5.4), les classes totales de Chern de EIY, TY, NY sent dot!trr’es par 
c(TY) = fi(l f tJ, c(E) Y) = fi(l + Xi), c(:VY) = “yf(l + _I;). 
i=l i=l i=l 
fy est la projection de Y sur utz point, fey: H*( Y; C) --t C 1’1~orilomorp/list~~e de G.l.sin, Psym 
est d@ni et1 1.1, I 
Prewe. On peut supposer (cf. preuve de 2.2) que G est le groupe cyclique engendrt 
(topologiquement) par g. Appliquant (1.5.12) et (1.5.15) avec II = lip, on est ramem? B 
montrer, compte tenu de (I .5.16), que l’on a 
ch,(P”(I.‘(E” 1 Y), . . . , ,‘“(E” 1 Y)))(g) = P,,,(( 1 - eXp( -Xi)a,)). 
II sufit pour cela de dkcomposer El Y en somme de sowfib& propr-es et 
(1.2.6). Le calcul, facile, est IaissC au lecteur. 
d’appliquer 
Rettlarqlre 2.3.1. Si P est isobare de poids tz (Xi de poids i), on retrouve 2.2 en faisant 
g = e dans 2.3. 
IMettant ensemble 2.2 et 2.3, on obtient, compte tenu de (1.4.4) appliquk hf,(~c,)R(G): 
THfORhE 2.4. Supposotts G fini d’ordre (I. Pow P E Z[Xi , . . , ,I’,,,] isobarc de poids n 
(Xi de poids i), on a, acec tes nolatiom de 2.1 el 2.3 : 
ptx E:) = - c ( 1 dP, y, 9)) mod qZ t 
gEG YE7co(X9) 
gfe 
COROLLAIRE 2.5. S~tpposotls que G = Z/qZ. Soienl g un g&krateur de G, et z unc racine 
primitiw q-iPme de I’unirP. Acec les notations de 2.3, on peut Pcrire 
ai = zri, b, = zsi, 
oil les ri et si sent des etltiers rationtlels (bier1 dhtertxinhs mod q). Faisons les h!poMses 
suicantes: 
(a) pow touf s E G nott ml, on a XG = X”, 
(b) q est PtratTger h (h + l)! oti 2h = sup dim(Y) pour YE x,(X’). 
Alors Ies si sout &rangers ci q, et pow P E Z[X, , . . , X,,,] isobare de poids tl (Xi de poids i), 
on a 
Prewe. La premittre assertion rCsulte de (a) et 1.5.7. D’autre part, en vertu de 2.4, 
on a, compte tenu de (a), 
7 Les deux membres sont des entiers rationnels. 
2 Les deux membres appartiennent au sous-anneau A de Q forml des fractions dont le dhominateur 
est itranger B q, et ont mime image dans A/qA u Z/qZ. 
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Oil 
JYX, El = 2 B(P, Y) mod qZ, 
YE X.(C) 
4-l 
P(P> Y) = -&v, y, k7). 
Grace h (b) et au fait que les St sont &rangers a q, on peut appliquer 1.3.4. On trouve ainsi 
que p(P, Y) E A et que 
/VP, Y) = .I”*’ 
i 
P&t-r + x1, . . , rm + x,) 
II-J 
i 
mod y.4. 
iultsi + !‘i> 
La deuxieme assertion en dtcoule aussitot. 
Renzarque 2.5.1. L’hypothese (a) (resp. (b)) est tvidemment verifiee si q est premier 
(resp. si Xc est fini). Le rtdacteur ignore si la conclusion de 2.5 est vraie:sans l’hypothtse (b). 
Si l’on change de generateur g, les Ti et Si sont multiplies par un m&me entier. Mais. 
pour des raisons d’homogentite tvidentes, le second membre de la formule 2.5 est invariant. 
COROLLAIRE 2.6. Supposo~~s XGfini et q prenrier. On a alors, acec les notations de 2.5, 
r,J 
mod qZ. 
2.7 Cas d’un groupe compact infinif 
Supposons que G soit un groupe de Lie compact infini. La fonction gt*A(llp)(g) est 
analytique sur G et, d’aprks 2.2, a pour limite P(X, E) quand g + e. Soit S = (gJI E R 
un sous-groupe li un paramthre de G. Comme il existe des t E R arbitrairement voisins 
de 0 tels que Xgt = Xs = Xv, oti Xv est l’ensemble des zeros du champ de vecteurs V sur 
X dtfini par S, la formule 
P(X, E) = bmf!(u&,), (2.7.1) 
r-0 
jointe B 2.3, perrnet d’exprimer P(X, E) comme somme de termes attaches aux composantes 
connexes de Xv. Plus prtcisement, soit Y une composante connexe de dimension 2d de Xv. 
Avec les notations de 2.3 (ou I’on fait g = gl, g1 ttant choisi tel que X4’ = XV), les valeurs 
propres cli = ai (resp. 6, = bj(t)) de gj operant sur E 1 Y (resp. NY) sont de la forme 
ai = exp(trJ (resp. b,(t) = exp(t/lj)), 
oh les ui (resp. pj) sont les valeurs propres de V operant sur E 1 Y (resp. NY) (les /Ij sont # 0). 
Un calcul analogue a celui de 1.3.4 (mais plus simple, car il n’y a pas a s’occuper de ques- 
tions d’inttgralitt) montre que la limite, pour t -+ 0 (t # 0), de la partie homogene de degre 
d de la strie formelle en (xi, yj , t&S 
t Les calculs ci-dessous recoupent ceux d’Atiyah-Singer dans 11, III $81. Nous les donnons simple- 
ment a titre d’illustration de 2.4 et 2.5. Signalons aussi que Bott [2] a obtenu, par des methodes de Gto- 
metric differentielle, des formules analogues 6 (2.7.2) dans le cas d’un champ de vecteurs prtservant une 
structure complexe sur X. 
$ Le terme constant de 1 - exp(--J’, f tp,) est 1 - exp($,), qui n’est pas nul pour t petit et # 0 
(car B1 # 0). 
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P&(1 - exp(-xi f ki))) d 
n-d r-I 
iJJ(l - ex~(-~~ + @)) i=l ’ - “k-‘i) 
est igale A la partie homogkne de degrC n de 
Mettant ensemble (2.7.1) et 2.3, on obtient done la formule 
(2.7.2) 
Prenons en particulier pour G le tore ‘S’ (done S = S’). On a Xc = Xv, et uj = 2nirj, 
Pk = 27-k,, oh les rj et s, sont des entiers rationnels, les sk n’ttant pas nuls. La formule 
(2.7.2) s’tcrit alors 
(2.7.3) 
Soit p un nombre premier &ranger h tous Ies sj et A (h + I)!, oti 211 = sup dim( Y)pour 
YE .rr,(XG). On retrouve (2.7.3) en appliquant 2.5 aux sowgroupes des racines p’-ikmes 
de l’unitt de S’ et en passant A la limite (on obtient ainsi une 6galitC dans Z,, tandis que 
(2.7.3) est une tgalitt dans Q). 
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